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INTRODUCCIO´N
En las aulas de clase es comu´n ver falta de intere´s por lo conceptos presentados en matema´ticas,
es comu´n escuchar la pregunta: ¿eso para que me sirve?, ¿porque´ tenemos que aprender eso?.
Preguntas que muchas veces son dif´ıciles de responder, esto se resume en falta de intere´s por
lo que se aprende. La tarea docente entonces pasa no solo de brindar sus conocimientos sino
tambie´n de buscar maneras de que este conocimiento sea de intere´s para sus estudiantes.
Presentada la situacio´n anterior, se toman dos temas de matema´ticas: el infinito y el l´ımite;
el primero un concepto abstracto que muchas veces pasa desapercibido sin la importancia del
mismo, pasando la posibilidad de presentar uno de los temas de discusio´n ma´s hablados en la
historia de las matema´ticas; y el l´ımite una idea que para muchos estudiantes pasa a ser no
ma´s que reemplazar un valor, cuando su significado es de gran utilidad en las matema´ticas.
Estos dos conceptos se relacionara´n con la geometr´ıa fractal, llamativa por sus formas y colores
usados, mudando en diferentes a´reas. Conocida especialmente por las formas art´ısticas de las
mismas, en la presente tesis de grado se muestra si hay relacio´n entre los fractales y el infinito
y l´ımite matema´tico y si es posible llevarlo a un a´mbito educativo.
Primero se presenta a los fractales desde su componente histo´rico, partiendo de los
matema´ticos que precedieron a Mandelbrot, el cual con el uso de ordenadores pudo llevar
las ideas que estos no pudieron llegar a ver en vida, pero que sus aportes han resultado de
gran utilidad. Se indica co´mo se construyen de manera ba´sica los mismos y se presenta al
conjunto de Mandelbrot, uno de los fractales ma´s conocidos y que permiten el desarrollo de
las ideas presentadas en el trabajo de grado.
El primer concepto que se relaciona con los fractales es el infinito, presentado con la auto
similitud de los primeros, en este punto se referencia el trabajo de George Cantor, cuyo
trabajo permitio´ claridad acerca del infinito,los conjuntos de nu´meros y la numerabilidad de
los mismos, adema´s de otros aportes. Tambie´n se utiliza el conjunto de Mandelbrot como
introduccio´n a los conjuntos de Julia y su interesante conexio´n.
Con relacio´n al l´ımite se presenta a la curva de Koch para reforzar la identificacio´n y formacio´n
de patrones, luego se presenta al l´ımite como herramienta para describir el comportamiento de
una funcio´n. Finalmente se evidencia la relacio´n entre el conjunto de Mandelbrot y el conjunto
de Julia y como la idea de aproximar dentro del primer conjunto se puede relacionar con la
del l´ımite para llevarlo a la escuela.
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Finalmente se evidencian las gu´ıas realizadas donde usando los fractales se presentan los dos
conceptos nombrados, las cuales son tres gu´ıas con consejos docentes, que puede ser llevado
a los salones de clases para despertar intere´s y mostrar estos conceptos de la mano de la
geometr´ıa fractal.
CAP´ITULO 1
PLANTEAMIENTO GENERAL
Se realiza la siguiente pregunta como base para la realizacio´n de este trabajo de grado ¿Es
posible abordar el concepto de infinito y l´ımite matema´tico a trave´s de la geometr´ıa fractal?.
Se plantea la pregunta partiendo de la necesidad de darle importancia a lo que se ensen˜a en
las aulas de clase, adema´s de mostrar dos conceptos de manera diferente usando los fractales
como herramienta. Se evidencia en primera instancia si existe o no relacio´n con el infinito y
l´ımite con la geometr´ıa fractal.
Para la relacio´n del infinito y los fractales se usa el concepto de auto similitud de los fractales,
para relacionar como una figura puede expandirse indefinidamente, junto con los aportes de
George Cantor para relacionarlos y llegar al concepto de infinito. Para el l´ımite se utiliza los
patrones de los fractales, as´ı como la relacio´n del conjunto de Mandelbrot y Julia para llegar
al concepto de l´ımite.
1.1. Objetivos
1.1.1. Objetivo general
Describir la conceptualizacio´n del infinito matema´tico y del l´ımite a trave´s de la geometr´ıa
fractal.
1.1.2. Objetivos espec´ıficos
Definir el concepto de fractal, partiendo de su historia y sus aplicaciones.
Presentar el concepto de infinito matema´tico a trave´s la geometr´ıa fractal.
Relacionar el concepto de l´ımite usando la geometr´ıa fractal.
Realizar una gu´ıa dida´ctica donde se evidencien los desarrollos de los objetivos
anteriores.
1.2. Antecedentes
El te´rmino fractal fue desarrollado por Benoit B. Mandelbrot, se baso´ en el te´rmino del lat´ın
fractus que significa roto o fracturado, uno de sus objetivos era el evidenciar patrones en la
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naturaleza que la Geometr´ıa Euclidiana no pod´ıa tomar.
La idea de fractal ha sido estudiada dando espacio a su uso´ se extiende en nuevas a´reas como
medicina, geolog´ıa, economı´a · · · ,adema´s de tener estudios matema´ticos en los que se buscan
propiedades,caracter´ısticas y manipulacio´n de estas figuras. Una de las caracter´ısticas ma´s
fascinantes que se encuentran son la belleza y lo atrayente que son a la vista.
El estudio de los fractales fue llevado a cabo gracias a ordenadores que permit´ıan la generacio´n
de estas figuras. Sin embargo, existe un desarrollo matema´tico para la generacio´n de estas. Al
ser un concepto relativamente nuevo, el estudio acerca de los fractales no es extenso, lo que
lo hace un campo a desarrollar y que se pueda relacionar con otros campos ma´s alla´ de la
matema´ticas.
Los fractales tienen la cualidad de ser de utilidad en campos ma´s alla´ de las matema´ticas
pasando desde el estudio de superficies, en el art´ıculo [1],realizan el ana´lisis de una superficie
encontrando relacio´n con los fractales. Tambie´n existe un art´ıculo [2],cuyos autores describen
los resultados obtenidos al observar part´ıculas en campos de plasma y las estructuras de
fractales que se encuentran en el mismo.
Se encuentra que en Colombia la investigacio´n en fractales, se relacionan con geograf´ıa o
medicina.En la universidad tecnolo´gica de Pereira se encuentra el estudio de Rivera y Lopez[17]
donde se evidencia una relacio´n entre la secuencia de Fibonacci y la geometr´ıa fractal. En el
articulo [18] se evidencia el trabajo relacionado con limites con parte de la convergencia de
series infinitas de funciones polino´micas.
Internacionalmente se encuentra ma´s trabajos de fractales y educacio´n encontrando al ma´s
cercano a la investigacio´n a desarrollar el articulo [3]. En el art´ıculo se desarrolla actividades a
partir de figuras fractales las cuales se desarrolla conceptos de sucesiones, series y la dimensio´n
fractal. Cabe destacar que el estudiante debe tener conocimientos previos de fractales.
Tambie´n se destaca que se han realizados diferentes actividades cuyo objetivo es ensen˜ar
fractales en las escuelas. Se destaca el trabajo realizado por Figueiras [5], donde se desarrollan
actividades utilizando fractales para conceptos de geometr´ıa.
Se debe nombrar en este punto al “padre” de los fractales Mandelbrot y su libro [6], en especial
el cap´ıtulo uno donde se dan razones por la cuales estas figuras son ideales para la educacio´n,
desde lo atrayente de su belleza, as´ı como lo innovador de estos, y como por lo mismo su a´rea
no se reduce solamente a las matema´ticas.
En la tesis de grado [19] se recurre al software Geogebra para afrontar obstaculos
epistemologicos para la ensen˜anza del limite de una funcio´n. Respecto a estudios relacionado
con el infinito se encuentra la tesis de Vargas [7], en donde se estudia la viabilidad de usar el
ge´nero literario del cuento para el aprendizaje del concepto matema´tico del infinito. En la tesis
de grado [20], Rodriguez de la Universidad tecnologica de Pereira, realiza un acercamiento al
infinito mediante el uso de TIC.
En el art´ıculo [8] trata sobre co´mo diferentes significados del infinito son dados por los
estudiantes, debido a las diferentes visiones del mismo, partiendo del lenguaje matema´tico
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del que se rodean y los razonamientos matema´ticos que usan de acuerdo a sus conocimientos.
Respecto al modelo pedago´gico constructivista se encuentra las indagaciones hechas por
Hernandez Y Victoria [21] usando la plataforma Moddle para la construccion de paginas
web en estudiantes de grado once. As´ı como la tesis de grado [22] donde se crea un ambiente
de aprendizaje con modelo pedago´gico constructivista.
CAP´ITULO 2
MARCO TEO´RICO
2.1. Fractales
Un fractal es un objeto geome´trico que nunca se acaba y que se repite en diferentes escalas.
Su estructura por lo general es compleja y se pueden encontrar en la naturaleza o ser creados
al calcular una ecuacio´n simple cientos de veces. Uno de sus principales atractivos reside en
la belleza y la novedad que representan, esto es que permiten describir figuras geome´tricas no
regulares, permitiendo una aproximacio´n a las formas reales de la naturaleza.
Debido a la singularidad de encontrar los fractales en diferentes campos de estudios su
definicio´n suele variar, pero de manera general se define como la repeticio´n de un proceso
geome´trico que da lugar a una estructura mayor. Esta estructura es, en la mayor´ıa de casos
infinita, sin embargo, se pueden encontrar en la naturaleza objetos fractales (nubes, hojas de
a´rboles, manchas de animales · · · ) son objetos finitos.
A pesar de que su forma puede estar compuesta de figuras geome´tricas comunes, los fractales
poseen caracter´ısticas que no permite que sean analizado de la misma manera que un
objeto geome´trico comu´n, por ello son denominados objetos semigeome´tricos. A pesar de
su irregularidad, los fractales son objetos que pueden ser tanto creados por el hombre, como
ser encontrados en la naturaleza.
La diferencia con objetos geome´tricos comunes se observa en la longitud. Esto se deba al que
al intentar medir un fractal este siempre se estara´ ampliando haciendo complejo su medicio´n,
por ello al hablar en te´rminos de medicio´n se habla de dimensio´n fractal.
Entre las caracter´ısticas de los fractales se encuentran la auto semejanza, definida por
Mandelbrot como: “En general, F es una estructura auto semejante si puede ser construida
como una reunio´n de estructuras, cada uno de las cuales es una copia de F a taman˜o reducido
(una imagen de F mediante una semejanza contractiva)”[9], esto indica que, al descomponer
un fractal en sus partes, cada una de estas es igual que el conjunto original o total.
Aunque el termino fractal debe su nombre a Mandelbrot, su historia se remonta mucho ma´s
atra´s donde otras mentes matema´ticas circularon acerca de la idea de lo que representa los
fractales.
Al ser objetos irregulares, los fractales no son tratados en te´rminos geome´tricos comunes. Al
ampliar un fractal el aspecto que toma es el mismo que el original sin importar la resolucio´n
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con la que es tomada, por ello se dice que son auto similares ya que su forma son copias ma´s
pequen˜as que la original. Una curva es rectificable cuando su longitud es finita, un fractal
al iterar infinitamente, su longitud tambie´n aumenta infinitamente por lo que hace que los
fractales no sean rectificables.
Un fractal se construye de manera sencilla al tomar una figura y reproducirla en formas ma´s
pequen˜as. Por ejemplo, si se toma un tria´ngulo y en su interior partiendo de sus esquinas se
dibujan otros triangulos y se repite este paso varias veces consecutivas, se construye el tria´ngulo
de Sierpinski 1(ver figura 2.1) nombrando anteriormente. Sin embargo, los fractales pueden
ser desarrollados con software, utilizando iteraciones matema´ticas como lo es el conjunto
Mandelbrot.
Figura 2.1: Tria´ngulo de Sierpinki con Geogebra.
El triangulo se construye a a partir de un triangulo co´mo en la figura 2.2.
Figura 2.2: Primera iteracio´n del Tria´ngulo de Sierpinki con Geogebra.
Luego se construye otro triangulo usando las esquinas siguiendo la figura 2.3.
Se continua construyendo tria´ngulos co´mo en la figura 2.4 , usando los restante lo que permite
repetir el proceso las veces que se desee.
El conjunto de Mandelbrot, es uno de los fractales ma´s conocidos, es un conjunto que se define
1Waclaw Sierp´ınski(1882-1969): Matema´tico Polaco conocido por sus aportes a la teor´ıa de conjuntos, teor´ıa
de nu´meros, teor´ıa de funciones y topolog´ıa.
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Figura 2.3: Segunda iteracio´n del Tria´ngulo de Sierpinki con Geogebra.
Figura 2.4: Tercera iteracio´n del Tria´ngulo de Sierpinki con Geogebra.
en el plano complejo, nombrado as´ı en honor de Benoit B. Mandelbrot2. Es construido a partir
de:
zn+1 = z
2
n
+ c,
donde´ Z es un nu´mero complejo y c una contante, se toma un valor fijo c, luego el nu´mero
complejo z se eleva al cuadrado y se le suma c, a el resultado se aplica el mismo proceso.
Tomando z0 = 2 y c = −1 tenemos:
z1 = (2)
2 + (−1) = 3
z2 = 3
2 + (−1) = 8
z3 = (8)
2 + (−1) = 63
Si se sigue iterando el resultado, se observa que tiende al infinito. Con base en esto se puede
identificar si un numero pertenece o no al conjunto. Se ha de seguir este proceso con todos los
puntos del plano, lo que hizo necesario el uso de ordenadores. Sin embargo, algunas de estas
iteraciones quedan atrapadas en un intervalo, estas son las que pertenecen al conjunto.
La importancia de los fractales radica de las posibilidades de los mismos, al no ser parte de
la geometr´ıa conocida, abre el camino para nuevos descubrimientos y aportes. Como lo dice
Mandelbrot [9] , la belleza de los fractales, la innovacio´n y como puede ser usados en otras
a´reas, los hacen ideal como una herramienta para la educacio´n.
2Benoit B. Mandelbrot(1924-2010): Matema´tico polaco reconocido por su trabajo con los fractales.
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2.2. Infinito
El infinito nace de la idea de un nu´mero tan grande que sea imposible contarlo, son diferentes
matema´ticos que han dedicado sus mentes para trabajar con esta idea, que permitir´ıa el avance
en conceptos matema´ticos, que de no ser por la idea del infinito no se llegar´ıa a ningu´n punto.
De estos matema´ticos cabe destacar a George Cantor3 que entre muchos de sus aportes nos
permitio´ agregar una magnitud mayor a los que es esta idea.
El infinito es un concepto abstracto que indica un nu´mero ma´s grande que cualquier otro
y que no tiene ningu´n l´ımite. Sin embargo, el concepto de infinito esta´ lejos de ser definido
formalmente, es una idea que ha viajado a trave´s de la historia encontrando esta inquietud
en diferentes formas, ideas y desarrollos no solo matema´ticos sino tambie´n en a´reas como la
filosof´ıa.
Un ejemplo de la idea de infinito se ve en una de las paradojas de Zenon, la paradoja de
Aquiles y la tortuga que indica lo siguiente[10]:
Aquiles compite una carrera con la tortuga a lo largo de la l´ınea AB; en un gesto de gallard´ıa, el
he´roe griego otorga a la tortuga la mitad del terreno, esto es, hasta AB/2. Aquiles dobla a la tortuga
en velocidad: cuando Aquiles, el de los pies ligeros alcanza el punto AB/2, la tortuga se ha desplazado
al punto AB/4. Sin desesperarse Aquiles camina hasta la punta AB/4 pero para entonces la tortuga
ha alcanzado al punto AB/8 y cuando Aquiles llega al punto AB/8 la tortuga esta´ en el punto
AB/16, despue´s en AB/32, en Ab/64 y as´ı infinitamente. En te´rminos matema´ticos Aquiles jama´s
podra´ superar a la tortuga.(Ferreira Santander Hugo, Zeno´n, Aquiles, la tortuga y la demostraciondel
infinito)
La paradoja tardo´ mucho tiempo en ser resuelta, se hizo necesario el uso de l´ımites y series,
lo que llevo a su explicacio´n y posible solucio´n. La idea que lleva consigo la paradoja, de que
Aquiles siempre recorre una distancia infinitamente ma´s pequen˜a, es decir un nu´mero que es
infinitamente pequen˜o.
George Cantor tambie´n presento´ una forma de ver el infinito, al encontrarlo entre dos
cantidades cualquiera, como ejemplo los nu´meros entre 0 y 1, tomando en cuenta los numero
racionales se encuentra una cantidad infinita de nu´meros o entre cualquier otra cantidad,
Cantor adema´s de demostrar esta idea, introdujo un concepto adicional: la contabilidad de
un conjunto de nu´meros.
Cantor propuso y demostro´ co´mo cualquier cantidad puede ser contable o no, incluso demostro´
que una cantidad infinita puede ser numerable, esto se puede demostrar si el conjunto al cual
se quiere demostrar si tiene una biyeccio´n con los nu´meros naturales.
Adema´s de lo anterior es posible demostrar que un conjunto de nu´meros es contable, si
disponie´ndolas en filas y columnas podemos construir un camino entre ellos sin repetir ningu´n
nu´mero, como se ve en la figura 2.5:
3George Cantor (1845-1918) Matema´tico Ruso creador de la teor´ıa de conjuntos
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Figura 2.5: Demostracio´n de que el conjunto de los nu´meros racionales es numerable [11].
La idea que Cantor desarrollo, es que cualquier conjunto de nu´meros puede ser numerable
o no y como puede ser demostrado, esto ge´nero la idea de otro conjunto de nu´meros y
su numerabilidad,como por ejemplo los nu´meros irracionales y como no cumplen con las
condiciones para serlo.
Analizando el conjunto de nu´meros irracionales se encuentra una idea de infinito que no se
hab´ıa considerado hasta que Cantor realizo su trabajo, el infinito no necesariamente se puede
ver en nu´mero grandes, sino en cantidades tan pequen˜as como entre el cero y el uno.
Teniendo en cuenta lo anterior, es dif´ıcil definir un concepto de infinito que englobe todas
las ideas de diferentes autores han agregado sobre el mismo. La idea de infinito es algo que
no puede ser visto o palpado lo que hace mas complejo su compresio´n , pero es una nocio´n
que permite el desarrollo de otras a´reas (tal como el concepto del cero lo ha hecho). Debido
a esto se puede llegar a la siguiente conclusio´n acerca del mismo, que permita una base para
empezar a conocer el infinito:
El infinito es un concepto que da sentido a una cantidad de taman˜o tal que no es posible
expresar con una cantidad espec´ıfica.
2.3. L´ımites matema´ticos
El l´ımite en ca´lculo permite distinguir el comportamiento de una funcio´n a medida que se
acerca a un punto definido. Esta definicio´n en principio permite el desarrollo de tema´ticas
tales como la convergencia, continuidad, derivacio´n e integracio´n.
Se representa como sigue:
l´ım
n→a
f(x),
esto es el l´ımite de la funcio´n f(x) de x que tiende a a.
Tomando como ejemplo la funcio´n: f(x) = x2, la cual representa una para´bola, si tomamos:
l´ım
x→2
f(x2),
el cual podemos evaluar en la figura 2.6
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Figura 2.6: Grafica de f(x) = x2 en geogebra
En donde el punto azul A es donde se esta´ evaluando el l´ımite, este indica que la funcio´n al
llegar al punto 2, la funcio´n toma el valor de cuatro y/o se aproxima a tal valor.
El l´ımite de una funcio´n permite identificar el comportamiento de la funcio´n cuando se
aproxima a cierto punto establecido, sin embargo, este comportamiento no se repite en toda
funcio´n como el ejemplo que sigue:
Sea la funcio´n :
f(x) =
x+ 1
x− 1
,
se busca el l´ımite:
l´ım
x→1
f
(
x+ 1
x− 1
)
Si se desarrolla el l´ımite de manera directa se llega a:
l´ım
x→1
f
(
2
0
)
,
la cual no es posible de resolver, ya que no hay respuesta para una operacio´n de divisio´n entre
cero.
Al observar la gra´fica 2.7 se encuentra:
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Figura 2.7: Grafica de f(x) =
x+ 1
x− 1
en geogebra
El punto donde se evalu´a el l´ımite parece no tener un valor fijo, pero se puede realizar otro
acercamiento, para encontrar que ocurre, se toma un valor l´ımite cercano al que se evalu´a.
l´ım
x→0,9
0,9 + 1
0,9− 1
l´ım
x→0,9
1,9
−0,1
l´ım
x→0,9
−1,8
En el procedimiento anterior se acerca por la derecha al l´ımite originalmente deseado, si se
continua haciendo lo mismo, se encuentran los siguientes valores:
l´ım
x→0,99
−199
l´ım
x→0,999999
−19999999
Se destaca que se encuentran cifras de nu´meros grandes, ahora si se hace un procedimiento
similar hacia la izquierda:
l´ım
x→1,001
2001
l´ım
x→1,00001
200001
Ocurre de igual manera a lo anterior que se acerca a un nu´mero grande, por tanto en resumen
si se acerca por la derecha el limite tiende al infinito mientras que por izquierda hacia menos
infinito.
De esta manera se puede describir el comportamiento de una funcio´n en un punto dado, se ha
de aclarar que el procedimiento anterior puede ser obviado si se conoce la gra´fica, o en que en
algunos casos se puede definir el l´ımite cuando se presentan indeterminaciones, usando otros
procedimientos.
CAP´ITULO 3
FRACTALES
El concepto de fractal a pesar de ser una teor´ıa relativamente nueva, la realidad es que antes
de Mandelbrot ya se hab´ıan realizados acercamientos a los mismos sin referirse a estos como
fractales. La historia de estas figuras se remonta a la e´poca de Karl Weirstrass1,al enunciar
en 1872 que:
∞∑
n=1
bncos(anxpi),
no es diferenciable, sin embargo, no tuvo un soporte claro para mostrar que su afirmacio´n
era cierta, ya que evitaban usar gra´ficas para probar sus resultados, al observar la figura 3.1
de esta funcio´n se observa como la funcio´n no es diferenciable y muestra picos, no comu´n en
funciones parabo´licas como el seno o coseno.
Figura 3.1: Grafica de
∑
∞
n=1
bncos(anxpi) [12]
Este descubrimiento no llevo´ a algu´n resultado concreto y pasar´ıa tiempo para que este tipo
de funciones este´n relacionadas con los fractales. Siguiendo la l´ınea de aportes que ma´s tarde
se relacionan con la geometria fractal, se encuentra a George Cantor quien aporto´ su idea del
conjunto de Cantor que se observa en la figura 3.2.
1Karl Weirstrass(1815-1897): Matema´tico Alema´n considerado como el padre del ana´lisis moderno
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Figura 3.2: Representacio´n del conjunto de Cantor en Geogebra
El conjunto tiene algunas propiedades de un fractal: es auto similar, es decir a partir de
una de las partes del mismo se obtiene toda la figura de nuevo pero Cantor no uso´ estos
te´rminos y llego´ a esta figura a partir de sus estudios, mas adelante variaciones del conjunto
se encontrar´ıan en R2 y R3, tales como la alfombra de Sierpinski, el polvo de cantor y la
esponja de Menger. Construido a partir de una linea, la cual es dividida en tres partes iguales
eliminando la parte media. Este proceso se repite para cada linea que queda despue´s de la
divisio´n, es decir que la figura puede seguir siendo iterada indefinidamente.
De manera similar Helge Von Koch2, con su copo de nieve de Koch que hizo una figura
fractal, sin conocer en su e´poca el te´rmino y las propiedades del mismo, para la construccio´n
de su variacio´n de la curva de Koch se parte de igual manera de una linea partida en tres
partes, agregando en la parte media un triangulo equila´tero, este proceso se repite con la
lineas restantes, lo que da como resultado la figura 3.3.
Figura 3.3: Representacio´n de la curva de Koch en Geogebra
Uno de los aportes ma´s importantes viene de parte por Gaston Julia3y Pierre Fatou4; aunque
sus aportes son similares y fueron en e´pocas comunes, no trabajaron juntos. Sus trabajos
fueron acerca del mapeo en el campo de los complejos y las funciones iterativas. Julia trabajo´
con la idea de puntos atractores y de repulsio´n, los cuales atraen puntos hacia s´ı mismo,
mientras que otros los rechazan respectivamente. Trabajando esta idea descubre que iterando
funciones se encuentras puntos que hacen que los valores de la funcio´n muchas veces quedan
atrapados a ciertos valores mientras que otros repel´ıan hacia el infinito.
2Helge Von Koch(1870-1924): Matema´tico sueco fue el primero en estudiar una curva fractal
3Gaston Julia(1893-1978): Matema´tico france´s precursor de los hoy conocidos fractales e iteracio´n de
funciones
4Pierre Fatou(1878-1929): Matema´tico y astro´nomo france´s estudio procesos iterativos que fueron usados
para la geometr´ıa fractal
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Debido a no tener accesos a computadoras, Julia nunca pudo ver el resultado de sus conjuntos,
ya que solo iteraba funciones en no mas de tres iteraciones. Esta se daba al tratar un nu´mero
complejo en funciones, un ejemplo comu´n es el siguiente:
fc(z) = z
2 + c,
do´nde c es un numero complejo, se toma entonces la sucesio´n como sigue:
zc = z
zn+1 = z
2
n
+ c
Si esta sucesio´n queda acotada(es decir no va hacia e´l infinito) pertenece a los conjuntos
mas tarde denominados como conjuntos de Julia. En algunos casos encontrar si un nu´mero
pertenece a un conjunto de Julia, requiere varias iteraciones o por el contrario es evidente
con pocas, esta idea va ligada a los diferentes colores con los que se encuentra los conjuntos
representado usando gra´ficas en una escala de colores que identifique esta variacio´n de la
inclusio´n de un numero en el conjunto de Julia.
Para terminar este recorrido histo´rico de los fractales, se llega a Benoit Mandelbrot, sus
aportes fueron creciendo gradualmente desde los estudios de dimensio´n de Hausdorff hasta
que en el ana´lisis propio de co´mo medir la costa de Inglaterra, le llevo´ a analizar los aporte
de Gaston Julia y Fatou, con el acceso a computadoras darle forma a los conjuntos que Julia
nunca pudo ver. Mandelbrot dio el nombre de fractales a este tipo de figuras y se establecieron
las caracter´ısticas para que una figura pueda o no ser fractal, si cumpla con los te´rminos de
dimensio´n, si es auto similar y su capacidad de ser generados por algoritmos.
El conjunto de Mandelbrot, uno de los primeros fractales que e´l mismo estudio´, partiendo de
la idea de los conjuntos de Julia, Mandelbrot uso´ la misma funcio´n:
fc(z) = z
2 + c
Tomando
z0 = 0
y pasando todo nu´mero c complejo y si este no tiende al infinito, es decir o´rbita en un valor
que cumpla no sea mayor 2, pertenece al conjunto. El resultado es una imagen conocida, (ver
figura 3.4), a partir de aqu´ı diferentes fractales se desarrollaron usando me´todos iterativos y
con la ayuda de computadores.
24 3.1. LOS FRACTALES VS LA EDUCACIO´N
Figura 3.4: Representacio´n del conjunto de Mandelbrot en Xaos
3.1. Los Fractales vs la educacio´n
Los fractales son un tema poco conocido, la palabra no esta´ en el vocabulario de muchas
personas, aun as´ı, estas figuras poco a poco empezaron a tomar forma en la academia
e investigacio´n. Es comu´n ver en a´reas por fuera de las matema´ticas, a los fractales ser
usados para aportes a investigaciones a otras ciencias, respecto a la educacio´n se han hecho
acercamientos usando los fractales para hacer la ensen˜anza amena o diferente.
Mandelbrot en su libro [10], hace hincapie´ en algunas de las razones de las cuales los fractales
son efectivos en la educacio´n. Al ser relativamente recientes, tienen la caracter´ıstica de novedad
en las personas, las primeras ima´genes de las mismas presentadas, el conjunto de Julia,
Mandelbrot o figuras fractales ma´s simples como el conjunto de cantor despiertan un intere´s
acerca de las mismas, pero como lo indica esto no es suficiente para el aprendizaje.
Con las ideas de Mandelbrot se hizo la gu´ıa para que fuera atractivo para los estudiantes y
docentes con las siguientes caracter´ısticas:
Los estudiantes aprenden que es un fractal, pero aprenden a hacer fractales
Se da trasfondo matema´tico a los fractales y la importancia de su origen. [10]
Los fractales son una herramienta que abre puertas hacia otros temas, como se vera´ en
cap´ıtulos posteriores, as´ı teniendo en cuenta las caracter´ısticas que Mandelbrot expuso, se
busca una s´ıntesis con las teor´ıas de aprendizaje constructivista.
3.2. Teor´ıa de aprendizaje constructivista
Una teor´ıa de aprendizaje es formas de como ensen˜ar, como el propo´sito de la gu´ıa es ensen˜ar
de los fractales y su uso para el aprendizaje de otros conceptos, se hace indispensable una teor´ıa
que permitan facilitar este proceso, as´ı como mostrar un camino posible para la consecucio´n
de este objetivo.
El constructivismo parte de tres ideas fundamentales tanto para el docente como el estudiante:
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Hay condiciones propicias y adecuadas para que el estudiante aprenda
Los temas que el estudiante ve en la clase esta´n cercana a su entorno o a las experiencias
que e´l mismo haya vivido
El aprendizaje no es una obligacio´n y el estudiante disfruta del mismo.[13]
Teniendo en cuenta lo anterior y la idea de los fractales mostrada en el punto anterior, se
evidencia que los fractales podr´ıan ser usados como una herramienta utilizando la teor´ıa de
aprendizaje del constructivismo. Para a la aplicacio´n de las mismas el docente acompan˜a
a los estudiantes, los cuales se recomienda organizar en grupos de trabajo, en tres sesiones
de trabajo: la primera como presentacio´n de fractales y la construccio´n de los mismos, la
segunda la presentacio´n del infinito usando los fractales y en la tercera el l´ımite matema´tico,
se recomienda al docente utilizar como metodolog´ıa el aprendizaje basado en problemas.
El aprendizaje basado en problemas, debido a su cualidad de trabajo independiente del
docente, la responsabilidad que el estudiante asume y la posibilidad de trabajo en grupo,
donde los elementos del mismo trabajan para superar los obsta´culos que encuentren. La
responsabilidad del aprendizaje, bajo esta metodolog´ıa, recae sobre los estudiantes, quienes
encuentran en el proceso de aprendizaje una razo´n por la cual han de seguir el proceso y un
motivo solido del porque han de aprender lo que se les presenta.
3.3. Identificacio´n y construccio´n de los fractales
Un fractal puede ser presentado como una figura llamativa y atrayente, sin embargo acercar
los fractales a algo comu´n para los estudiantes da mas posibilidades, presentar un conjunto
de Julia o algu´n fractal ba´sico (alfombra de Sierpinky, el a´rbol pitago´rico etc.) puede resultar
interesante pero presentarlos en la naturaleza hace que estas figuras algo cercano. Las figuras
geome´tricas comunes tienden a pasar desapercibidas y son raras en la forma cao´tica de la
naturaleza, los fractales pueden encontrarse en la naturaleza en diferentes lugares, la corteza
de los a´rboles, los pigmentos de las alas de las mariposas, el plumaje de las aves, en fotograf´ıas
sate´lite de la tierra, por lo que presentarlo desde este punto de vista y mostrar que no
responden a figuras geome´tricas comunes, genera inquietud y deseo de resolver este tema
que se presenta.
La gu´ıa presenta la comparacio´n entre objetos que responden a figuras geome´tricas y otras
a fractales, el docente tiene la posibilidad de llevar objetos para que la actividad pueda ser
realizada sin fotograf´ıas y se identifiquen primero las figuras geome´tricas comunes, para la
figuras fractales no vasta ma´s que las hojas de los a´rboles y la corteza de los mismos, por lo
que la actividad puede comenzar de una manera diferente, el objetivo de la misma es mostrar
la diferencia de lo dos, para que el estudiante sepa que no va a tratar con geometr´ıa comu´n y
que va a aprender un tema nuevo y poco conocido.
En este punto, el docente puede intervenir para, bien guiar a los estudiantes a identificar
diferencias de los fractales y las caracter´ısticas de las mismas y a definir patrones. Con los
patrones se ha de tener cuidado, ya que es esencial en el entendimiento de los fractales, por
ello en la gu´ıa una de las caracter´ısticas que se indican de estas figuras es identificar que tiene
patrones que en la mayor´ıa de casos son fa´cilmente identificables.
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La construccio´n de un fractal en la gu´ıa se parte desde el tria´ngulo de Sierpynsky, al ser una
figura de fa´cil construccio´n permite un acercamiento co´modo a la identificacio´n de patrones y
caracter´ısticas de los fractales, usando una figura que es conocida, como alternativa se puede
optar por material manipulativo para hacer el tria´ngulo, es importante recalcar que parte del
objetivo en esta actividad es que los estudiantes descubran caracter´ısticas de los fractales y
construyan una definicio´n propia de estos.
Se especifica ma´s adelante en la gu´ıa, co´mo se hace el fractal el conjunto de Mandelbrot como
base para en las gu´ıas posteriores, mostrar el conjunto de Julia y como es su construccio´n.
Debido a su naturaleza no es fa´cil construir el conjunto de Mandelbrot, ya que es necesario el
uso de computadores y software para la gra´fica de los mismos, sin embargo, si el docente tiene
acceso a computadores puede ampliar la actividad para hacer estos fractales usado Geogebra
o Xaos, ambos de distribucio´n gratuita.
CAP´ITULO 4
EL INFINITO Y FRACTALES
Las fractales tienen la posibilidad de transcender fronteras del conocimiento, asi como
instrumento para la educacio´n matema´tica, despue´s de la presentacio´n de estas figuras en
la primera gu´ıa, se pasa al segundo objetivo el cual es presentar el infinito matema´tico.
La idea del infinito suele ser confusa, se puede presentar como una cantidad muy grande pero
despue´s al encontrar los nu´meros racionales, se encuentra que hay cantidad infinitas entre
dos nu´meros. El concepto tambie´n var´ıa de acuerdo su tratamiento en otras a´reas de las
matema´ticas, sin incluir el concepto que trata la filosof´ıa u otras a´reas del conocimiento.
Esta idea puede resumirse en una base desde la cual partir a otras a´reas dentro de las
matema´ticas. El objetivo de la gu´ıa desarrollada es tal objetivo, que usando los fractales
se llegue al concepto de infinito matema´tico, usado la auto similitud que permite replicar
estas figuras indefinidamente.
4.1. La auto similitud de los fractales
Definida por Mandelbrot como: “En general, F es una estructura auto semejante si puede
ser construida como una reunio´n de estructuras, cada uno de las cuales es una copia de F a
taman˜o reducido (una imagen de F mediante una semejanza contractiva)”[9] , es una de las
caracter´ısticas de la geometria fractal, que sirve de base para encontrar una relacio´n con el
infinito matematico.
En la figura 4.1 se encuentra el conjunto de Cantor, se construye partiendo de una l´ınea que
luego es dividida en tres partes, eliminando la parte media, este proceso se repite con las
partes resultantes y se sigue el mismo proceso indefinidamente.
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Figura 4.1: El conjunto de Cantor en Geogebra
La auto similitud de los fractales, se indica como la capacidad de ver la figura inicial de un
fractal en cualquier parte de la misma, as´ı en la figura 4.2 esta el segmento de modulo n, que
es la iteracio´n 4 de la figura inicial. Se puede considerar como una figura desde la cual parte
un nuevo conjunto de Cantor, aun en la iteracio´n n se podra´ encontrar una l´ınea como la
inicial que al dividir en tres y eliminar la parte media, continuara´ con el patro´n tal como en
la l´ınea inicial.
Figura 4.2: Parte n de la figura 8, mostrando la auto similitud de la misma.
La capacidad de auto similitud permite a los fractales ser replicados, a lo largo de su expansio´n
y permite que se encuentren formas atrayentes al expandir las mismas, lo que ha permitido
la divulgacio´n de fractales tales como Mandelbrot o de Julia que de un proceso sencillo da
resultados visuales impresionantes, sin embargo, esto requiere el uso de software, lo cual fue
un impedimento en principio para Gaston Julia en el desarrollo de funciones de sucesiones.
La figura 4.3 muestra el conjunto de Mandelbrot en el software gratuito Xaos, este permite la
exploracio´n de estos y otros fractales, permitiendo varios niveles de aumento, la auto similitud
se puede encontrar en las dendritas, que se ven en la frontera del conjunto.
Figura 4.3: Conjunto de Mandelbrot en Xaos.
Al aumentar como se ve en las figuras 4.4 y 4.5 se encuentra la forma inicial del conjunto.
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Figura 4.4: Ampliacio´n realizada al conjunto de Mandelbrot.
Figura 4.5: Ampliacio´n del conjunto de Mandelbrot donde se encuentra la forma inicial.
Esto expone que la auto similitud se puede observar no solo en fractales sencillos sino en otros
de mayor complejidad. En el proceso anterior surge la idea de un fractal es infinito o cual es
el l´ımite de los mismos, lo cual es parte del proceso en el aula para que´ se encuentre que es el
infinito.
4.2. El infinito matema´tico
El infinito como concepto es manejado en diferentes a´reas, sin embargo, en matema´ticas su
importancia radica en que permite claridad en otros conceptos (l´ımites, teor´ıa de conjuntos...).
De manera abstracta se enuncia como un concepto que indica algo sin fin o que no tiene l´ımite.
Esta definicio´n al ser abstracta, puede hacer que el significado cambie desde el punto de vista.
Por ejemplo, al mirar los estudios de Cantor [22] nos encontramos con lo siguiente en la figura
4.6.
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Figura 4.6: Representacio´n en la recta de la idea de infinito
Al analizar el conjunto formado por los nu´meros racionales entre 0 y 1:
R ∈ [0, 1].
Sin embargo, la facultad de los nu´meros racionales, hace que especificar una cantidad exacta
para los nu´meros en este conjunto, una tarea que depende del punto de vista de quien haga tal
obra, sin embargo, visto de una perspectiva general, hay una cantidad infinita en una cantidad
finita. Pero para Cantor esto no era un problema si no que abre a ma´s posibilidades, podemos
contar hasta el infinito, es decir podemos decir que cualquier conjunto es numerable.
As´ı el infinito es una convergencia de paradojas, pero esto no evita que la idea general del
infinito no pueda ser comprendida, incluso en los fractales se presenta el infinito de manera
interesante. La auto similitud hace que en cualquier expansio´n de una figura fractal, como
en el caso del conjunto de cantor, en la iteracio´n n se encontrara´ una l´ınea la cual permitira´
repetir el patro´n inicial, ver figura 4.2.
Si se define el infinito desde los fractales, esta ser´ıa la capacidad de expandirse sin fin,
encontrando la figura generadora para repetir el patro´n que construye el fractal. Pero encerarlo
bajo los fractales puede ser contraproducente e incluso equivocado. El infinito ma´s alla´ de un
nu´mero es una idea, puede que en algunos casos sea tratado como un nu´mero, pero no esta´
encerrado en ningu´n conjunto nume´rico.
El infinito en matema´ticas describe una cantidad abstracta cuyo taman˜o no puede ser
definido con una cantidad exacta. Representado con el s´ımbolo ∞, llamado lemniscata, el
cual representa el concepto de infinito en las diferentes a´reas de las matema´ticas. Como ya se
ha presentado hasta este momento, no se puede definir concretamente el concepto por ello en
las gu´ıas realizadas el objetivo es mostrar con los fractales, una expresio´n de esta.
4.3. ¿Existe la relacio´n del infinito y los fractales?
El infinito puede considerarse un tema aun en desarrollo, presentar a los estudiantes que
ellos mismo son parte de un proceso continuo o que aun pueden llegar a aportar, motiva a
aprender. Un fractal como los conjuntos de Julia o Newton, usando una adecuada combinacio´n
de colores, es novedoso, adema´s de que au´n hay muchos elementos de la geometr´ıa fractal que
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quedan por ser analizados.
De la misma manera como Mandelbrot y Frame enuncian en [6] acercar a los estudiantes
a los procesos matema´ticos, permitirles saber que otros estudiantes de su nivel han hecho
aportes, les da la posibilidad de inspirarse y hacer lo mismo. Tambie´n Mandelbrot aporta
que es necesario que los estudiantes sepan hacer fractales, en la gu´ıa desarrollada, se uso´ el
software Xaos para la exploracio´n de fractales comunes (Mandelbrot, Julia, Newton, entre
otros) y Geogebra , adema´s de entender el concepto de patro´n y generador usando figuras
comunes.
En conclusio´n el infinito se presenta en la auto similitud de un fractal, junto con el trabajo
de Cantor sobre la numerabilidad y el infinito. El docente puede basarse en las ima´genes
presentando como en la expansio´n del conjunto de Mandelbrot, encontrado en sus dendritas
la figura inicial, proceso que se repite en cualquiera de las dendritas de la misma, o se puede
ampliar esta idea usando otras formas fractales, permitiendo que el estudiante analice y realice
conclusiones que lo lleven a la idea de infinito.
CAP´ITULO 5
LI´MITES MATEMATICOS Y FRACTALES
Para los estudiantes es comu´n ver al l´ımite, como reemplazar un valor para obtener otro de
una funcio´n, en los dema´s casos (limite indeterminado, tendencia al infinito· · ·) pasa a ser
tambie´n un valor cuyo significado no es del todo claro. Lo anterior abre el camino a otros
problemas cuando se trabaja otros temas relacionados con el mismo. Partiendo de esto se
construye una gu´ıa, que usando los fractales muestre el porque´ del l´ımite y su significado en
el ca´lculo.
La palabra l´ımite indica, el final de algo o hasta donde se puede llegar, esta en si es familiar
en el vocabulario comu´n y en las matema´ticas su significado no esta´ alejado del mismo. El
l´ımite ma´s alla´ de mostrar que´ pasa cuando se acerca al valor de una funcio´n, permite definir
el comportamiento de la misma o la interpretacio´n de que ocurre al acercarse o alejarse del
punto evaluado. Esta idea es usada para partir de un pol´ıgono, se construya un c´ırculo cuando
sus lados tienden a ir al infinito.[14]
Pero hablar de l´ımites en fractales no es comu´n, a pesar de que los ma´s complejos
son construidos a partir de funciones, esta´n son funciones iteradas y de acuerdo a su
comportamiento resulta una figura fractal. El l´ımite de estas figuras se presentar´ıa como
el nu´mero o conjuntos de nu´meros hacia cual las iteraciones tienden o que no superan. El
conjunto de Mandelbrot como uno de los fractales ma´s conocidos, aun oculta muchas cosas,
adema´s de la auto similitud, tambie´n muestra que en su frontera los nu´meros pueden o no
pertenecer al conjunto ya que no se puede determinar si estos no se expandira´n al infinito o
permanecera´n en el l´ımite establecido para el conjunto.
Como describe Krieger[15], si se toma un nu´mero en la frontera del conjunto Mandelbrot, por
ejemplo
1
4
, si se itera la funcio´n usando ese valor obtenemos:
z0 = 0
z1 = 0 +
1
4
=
1
4
z2 =
(
1
4
)2
+
1
4
=
5
16
32
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z3 =
(
5
16
)2
+
1
4
=
89
256
z4 =
(
89
256
)2
+
1
4
= 0,370864...
Aunque parece que la iteracio´n tiende a expandirse, no es del todo cierto ya que los pasos
que hacen son muy pequen˜os, dejando en especulacio´n que es lo que ocurre, si usando la
idea de l´ımite nos acercamos con valores un poco ma´s pequen˜os o ma´s grandes ocurrir´ıa los
mismo. Esto se presenta como una oportunidad de mostrar a los estudiantes, que no todo esta´
escrito y que au´n hay cosas en los que ellos pueden hacer parte. Esto es que partiendo de un
conocimiento ba´sico, se puede comprender la problema´tica y aportar por parte de ellos acerca
del tema que se les presente.
5.1. La curva de Koch como herramienta
En la figura 5.1 se observa la curva de Koch, estudiada por el matema´tico Niels Fabian Von
Koch. Para el estudio de l´ımite con esta figura, se parte de una l´ınea de longitud 1, se construye
a partir de una linea la cual es dividida en tres partes, tomando la parte media se realizan
otras dos lineas de la medida de la divisio´n formando un triangulo equila´tero. Este proceso
se repite con las lineas resultante, repitiendo el patro´n indefinidamente, para este caso solo
usamos en su forma curva y no su forma ma´s conocida como copo de nieve.
Figura 5.1: Curva de Koch realizada en Geogebra
Para la construccio´n de la curva de Koch se empieza con una linea co´mo en la figura 5.2.
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Figura 5.2: Primera iteracio´n de la Curva de Koch en Geogebra
Luego se divide en tres y en la parte media se an˜aden dos lineas co´mo en la figura 5.3.
Figura 5.3: Segunda iteracio´n de la Curva de Koch en Geogebra
Esto se repite en la lineas que queden (ver figura 5.4) permitiendo seguir con la forma fractal
siempre que haya una linea co´mo la inicial.
Figura 5.4: Tercera iteracio´n de la Curva de Koch en Geogebra
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El proceso para el estudiante consiste, primero en identificar el patro´n de forma nume´rica
y gra´fica, partiendo de la divisio´n de la l´ınea y como afecta el patro´n a la longitud de la
misma[16]:
1
3
+
1
3
+
1
3
+
1
3
=
4
3
Cada l´ınea segmento mide 1/3 por tanto la longitud total da como resultado 4/3, se repite
el proceso para las siguientes iteraciones, teniendo en cuenta la medida de cada segmento y
co´mo cada segmento es dividido en tres, pero tambie´n se ha de tener en cuenta el nu´mero de
segmentos nuevos en cada una de estas. El estudiante debe llegar a definir de manera general
cual es la longitud de la curva, la expresio´n es:
(
4
3
)
n
Que describe el comportamiento de la curva de longitud 1.
El objetivo de este punto, es mostrar al estudiante que conocer esta expresio´n, permite saber
el comportamiento de la longitud de la curva. Se usa esta ocasio´n para presentar al l´ımite y
su nomenclatura en las matema´ticas:
l´ım
n→∞
(
4
3
)
n
=∞
Se usa lo aprendido en el tema anterior acerca del infinito, haciendo hincapie´ de que esto no
significa que para cuando la curva este en la n iteracio´n no tomara el valor infinito, ya que
este no es un nu´mero, si no que para cuando alcance un valor tan grande, la longitud tiende
a ser infinita.
5.2. El conjunto de Julia y el conjunto de Mandelbrot
El conjunto de Mandelbrot tiene una relacio´n cercana con el conjunto de Julia, cada nu´mero
que pertenece al primero indica que es un conjunto de Julia, el cual es conexo, o que la figura
se construye a partir de la misma es de una solo pieza. Como se ve en la figura 5.5, tenemos
al conjunto de Mandelbrot el cual se ha ampliado y se tomo´ el conjunto de Julia asociado:
Figura 5.5: Ampliacio´n de conjunto de Mandelbrot con un conjunto de Julia asociado en Xaos
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Con el uso del software Xaos, se puede explorar el conjunto de Mandelbrot en diferentes
niveles de ampliacio´n, pero de mismo modo permite un modo de Julia Ra´pido, que donde
este´ ubicado el puntero del rato´n, genera´ el conjunto de Julia asociado al punto. Tambie´n
permite ver el conjunto de Julia en ese punto de manera ampliada, como se ve en la figura
5.6, permitiendo su exploracio´n de igual manera que el conjunto de Mandelbrot.
Figura 5.6: Conjunto de Julia ampliado
El conjunto de Julia es creado de manera similar que el conjunto de Mandelbrot partiendo de
la funcio´n:
zn+1 = (zn)
2 + c,
do´nde c es una constante y zn es la o´rbita, o valor que toma cada vez que es iterado. Del mismo
modo si un numero de la iteracio´n incrementa hasta el infinito, no pertenece al conjunto,
mientras que si queda atrapado en un intervalo establecido pertenece al conjunto. Julia
demostro´ que para saber si el conjunto resultante es conexo o disconexo, basta con analizar
co´mo es su comportamiento cuando orbita a 0, mostrando que si este escapa al infinito es
disconexo o del contrario es conexo, como se ha evidenciado el conjunto de Mandelbrot es
construido en la o´rbita del cero cuyos valores no escapen al infinito.
Sin embargo, se observa que usando el conjunto de Mandelbrot podemos ver conjuntos de
Julia disconexos aproxima´ndonos a la frontera del conjunto, como vemos en la figura5.7
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Figura 5.7: Conjunto de Julia Disconexo a partir de un punto cercano a la frontera de
Mandelbrot
Y el conjunto disconexo en la figura 5.8.
Figura 5.8: Conjunto de Julia disconexo
Se usa esta idea para presentar, la idea de aproximacio´n de los l´ımites, que permite deducir
el comportamiento de una funcio´n, se usa este s´ımil con el conjunto de Mandelbrot y Julia
que al acercarse o alejarse del conjunto Mandelbrot, encontramos los dos tipos de conjuntos
de Julia ya tratados.
CAP´ITULO 6
GUI´AS DIDA´CTICAS
Partiendo de la informacio´n evidenciada se disen˜a la siguiente secuencia dida´ctica:.
Problema: Realizar la conceptualizacio´n del infinito y l´ımite matema´tico a trave´s de la
geometr´ıa fractal.
Modelo Pedago´gico: Constructivista
Pretende la formacio´n de persona como sujetos activos, capaces de tomar decisiones y juicios
de valor.
Caracter´ısticas:
C1: El ser construye los conocimientos mezclando los conocimientos previos y la relacio´n con
el medio que los rodea.
C2: Se aprende haciendo.
C3: El maestro es un facilitador que contribuye al desarrollo de capacidades de los estudiantes
para pensar, idear, crear y reflexionar.
C4: Desarrollar las habilidades del pensamiento de modo que puedan progresar, evolucionar
secuencialmente en las estructuras cognitivas.
C5: Evaluacio´n cualitativa y se enfatiza en la evaluacio´n de procesos.
Tipo de aprendizaje: Aprendizaje basado en problemas
Estudiante como protagonista de su propio aprendizaje.
Caracter´ısticas:
K1: El aprendizaje de conocimientos tiene la misma importancia que la adquisicio´n de
habilidades y actitudes.
K2: Los estudiantes trabajan de manera auto´noma.
K3:Supone la bu´squeda, entendimiento, integracio´n y aplicacio´n de conceptos ba´sicos y otros
relacionados con el problema.
K4: El estudiante descubre que´ necesita para avanzar en la resolucio´n de un problema.
K5: Se busca el trabajo en equipos de trabajos pequen˜os
A continuacio´n se organizan estas caracter´ısticas y se escogen las que son mas adecuadas para
el desarrollo de la gu´ıa, como se ve en la tabla 6.1.
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Constructivismo
C1 C2 C3 C4 C5
K1 2 3 2 2 3
K2 4 5 3 4 2
K3 2 3 5 4 1
K4 1 1 2 5 3
Aprendizaje
basado en
problemas
K5 2 4 4 2 3
Tabla 6.1: Seleccio´n de aspectos a destacar para la realizacio´n de la gu´ıa
Se construye tambie´n alrededor de la teor´ıa: situaciones dida´cticas de Guy Brousseau, que
enuncia lo siguiente:
Construido por Guy Brousseau [23] enuncia que los conocimientos no surgen de la nada, sino
hay que buscar la manera de que estos surjan de manera que se vuelvan propios del que esta´
aprendiendo.
Esta teor´ıa busca que los estudiantes, busquen de sus conocimientos enfrentarse a sus
dificultades, obsta´culos siendo estudiantes que se adapten y sepan desenvolverse a las
situaciones a las que se enfrentan. Las respuestas a estas son el resultado del proceso educativo.
Las situaciones son la interaccio´n del sujeto con el medio al que se le presenta, el estudiante
evalu´a sus saberes previos o puede construir nuevos saberes.
Como objetivo principal de esta teor´ıa las situaciones presentadas tienen que ser de intere´s
para los estudiantes, o el objetivo de proceso educativo puede no ser satisfactorio, esto adema´s
de los acuerdos dida´cticos planteado hace al estudiante responsable del proceso y genera metas
tanto para el profesor como el estudiante.
Cada docente tiene en su conocimiento del grupo al que va dirigido, como llevar de manera
correcta la gu´ıa con los tiempos, que crea pertinente, se recomienda tres sesiones y aunque
no es estrictamente necesario el uso de computadores, la experiencia para los estudiantes es
mucho ma´s beneficiosa, si pueden por ellos mismo desarrollar los fractales. De igual manera se
adjunta los fractales ba´sicos tratados, realizados en Geogebra, y para los fractales Conjunto
de Mandelbrot y Julia, se uso´ el software Xaos, por su facilidad de manejo y el potencial del
mismo.
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6.1. Inicio
La gu´ıa inicial trata sobre la introduccio´n a la geometr´ıa fractal, las figuras fractales se pueden
encontrar fa´cilmente en los a´rboles, por lo que una idea adecuada es llevar a los estudiantes
a reconocer estas figuras y compararlas con figuras geome´tricas comunes para reconocer las
diferencias entre ellas. La actividad puede ser llevada como se muestra en la tabla 6.2.
La gu´ıa 1 encontrada en los anexos, muestra un proceso ma´s detallado de lo descrito en la tabla
6.2, que puede ser de utilidad en caso de no tener acceso a ordenadores, pero es recomendado
el uso de lo mismo par aun experiencia ma´s cercana para el estudiante.
N°
Hora o
Tiempo
Actividad Recursos
1 30 Min
Se presentan figuras geome´tricas
comunes, los estudiantes deben
identificar la figura a la que pertenecen,
se presenta luego formas fractales e
identifican que formas similares tienen.
Adema´s, los estudiantes enuncian el
origen de cada figura presentando
Objetos de forma
geome´tricas
comunes, ima´genes o
fotograf´ıas de
objetos fractales en
la naturaleza
2 15 Min
Se presenta a los fractales, con una breve
introduccio´n histo´rica, mostrando su
diferencia con las figuras geome´tricas
comunes, pero que pueden ser
construidas con las mismas
Tablero
Computadores
3 45 Min
Se construye el fractal Triangulo de
Sierpinky, se aprende que es un patro´n, y
como este se repite para formar la figura,
tambie´n como se ha de repetir el mismo
en la figura creada
Computadores
Papel la´piz Otros
Materiales
4 20 Min
Se presenta el conjunto de Mandelbrot y
las condiciones del mismo para ser
realizados. Se puede mostrar la
ampliacio´n del mismo usando el software
Xaos, o con otras ima´genes disponibles
en la red.
Computadores.
Ima´genes del
conjuntoTablero.
Tabla 6.2: Actividades iniciales para la apropiacio´n del conocimiento
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6.2. Desarrollo de los conceptos infinito y l´ımite
Las gu´ıas dos y tres, desarrollan los conceptos de infinito y l´ımite respectivamente, partiendo
de los fractales como herramienta. En la tabla 6.3 se muestra el desarrollo para el concepto
de infinito, mientras que en la tabla 6.4 se desarrolla el l´ımite matema´tico.
N°
Hora o
Tiempo
Actividad Recursos
1 30 Min
Partiendo del conjunto de Cantor se
muestra con el uso de modulo en cada
iteracio´n, como una figura fractal es Auto
semejante, se refuerza la identificacio´n de
patrones y se muestra como la ampliacio´n
o zoom puede afectar la figura.
Computadores
Tablero
2 15 Min
De manera similar que, con el conjunto
de Cantor, se muestra la auto similitud
en el tria´ngulo de Sierpinski, como
introduccio´n a la idea de Cantor de una
cantidad infinitita entre el 0 y el 1
Tablero
Computadores
3 20 Min
Se presenta en la recta nume´rica la idea
de Cantor sobre la cantidad infinita de
nu´meros racionales entre el 0 y el 1, se
presenta entonces al infinito ma´s que un
nu´mero como una idea para representar
esta situacio´n y las anteriormente
presentadas
Computadores
Papel la´piz Otros
Materiales
4 15 Min
Usando el Conjunto de Mandelbrot se
muestra co´mo este se puede ampliar
indefinidamente o infinitamente
mostrando figuras llamativas y que solo
depende del procesamiento del
computador para continuar las veces que
se quiera.
Computadores
Tabla 6.3: Desarrollo del concepto de Infinito a trave´s de lo
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N°
Hora o
Tiempo
Actividad Recursos
1 30 Min
Se presenta la curva de Koch y como esta
vez se le dara´ un valor de longitud,
adema´s de identificar el patro´n de la
figura, se ha de llegar a la identificacio´n
del patro´n de comportamiento de la
longitud de la figura.
Computadores
Tablero
2 15 Min
Luego de definir lo anterior se presenta la
idea de L´ımite, como la forma de
distinguir el comportamiento en un
punto de una funcio´n, o como el caso de
la curva de Koch saber cua´l sera´ la
longitud de la misma.
Tablero
Computadores
3 40 Min
Usando el conjunto de Mandelbrot y los
conjuntos de Julia se presenta la relacio´n
de los mismos, mostrando la idea de
aproximacio´n y co´mo se relacionan con la
de l´ımite
Computadores
Papel la´piz Otros
Materiales
Tabla 6.4: Desarrollo del concepto de l´ımite
6.3. Resultados encontrados
Partiendo de la interrogante inicial ¿Es posible abordar el concepto de infinito y l´ımite
matema´tico a trave´s de la geometr´ıa fractal?, se encontro´ primero si es posible definir una
relacio´n entre los conceptos enunciados y la geometr´ıa fractal, esta relacio´n se encuentra para
el infinito, en la auto similitud que permite mostrar la idea del infinito, que sirve de base para
el desarrollo de otros conceptos dentro de las matema´ticas en el que el infinito hace parte.
Para el l´ımite se encontro´ la relacio´n en el ana´lisis de la longitud de figuras fractales simples,
que permite llegar al concepto de l´ımite analizando sus patrones, mostrando al l´ımite como
una forma de ana´lisis para determinar el comportamiento de la figura de acuerdo al nu´mero
de iteraciones de la misma. Por otra parte, usando la relacio´n existente entre el conjunto de
Julia y el de Mandelbrot, se puede mostrar la idea de aproximacio´n, ya que se puede observar
que los nu´meros fuera del conjunto de Mandelbrot, son conjunto de Julia disconexos, esto se
puede conectar con la idea de aproximacio´n del l´ımite.
De esta manera los dos conceptos pueden ser llevados a los salones de clases, como una manera
diferente de aprender, con el uso de la geometr´ıa fractal, pero se hace indispensable el uso
de ordenadores, ya que los fractales adema´s de ser llamativos visualmente, su construccio´n
tambie´n es muy interesante y brindar la oportunidad de hacerlos en el salo´n de clases, es una
experiencia que beneficiara´ todo el proceso. Lo anterior no limita que se pueda realizar el
proceso, ya que los fractales se construyen de diferentes maneras y con diferentes materiales
dida´cticos.
En conclusio´n se realizaron tres gu´ıas que permiten una base para los docentes a la hora de
llevar al aula, para la introduccio´n o refuerzo de los dos conceptos tratados, que no limiten al
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docente, sino que sean herramientas para hacer una sesio´n de clases diferentes, que les permita
a los estudiantes ver a los fractales como un concepto aun estudiado y del cual pueden ser
parte.
CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS
CONCLUSIONES
Se mostro´ que es posible abordar los fractales desde un punto de vista educativo, a pesar
de que estos sean tratados de manera diferente a la geometr´ıa comu´n, tienen sus propias
caracter´ısticas, cuyas formas son comunes de encontrar en la naturaleza. Se describio´ la historia
de los mismos, antes del reconocido padre de los fractales Mandelbrot, siendo e´l la culminacio´n
de diferentes ideas que por la falta de computadores no pudieron ser llevadas en su totalidad.
El infinito tiene relacio´n con las formas fractales, no solo por la capacidad de estas figuras
de poder ser repetidas indefinidamente, sino en la auto similitud de estas formas. Se puede
encontrar la forma inicial de un fractal dentro de s´ı mismo en cualquier iteracio´n o ampliacio´n
del mismo, lo cual relaciona esto con los aportes de Georg Cantor, acerca de la teor´ıa
de conjuntos, numerabilidad e infinito, haciendo un s´ımil con sus estudios de los nu´meros
racionales y la posibilidad de encontrar infinidad de estos entre dos nu´meros.
El l´ımite matema´tico se relaciona con la geometr´ıa fractal en dos aspectos, en el ana´lisis de
los patrones, estos pueden ser llevados a funciones que permiten saber la longitud de una
figura fractal, sin tener que realizar las figuras, estos es que se puede establecer como el l´ımite
de la misma como este en cada iteracio´n se tiende a ser su longitud. En el segundo aspecto
se muestra co´mo se puede utilizar la aproximacio´n en el conjunto de Mandelbrot y de Julia,
dentro del conjunto de Mandelbrot, los nu´meros asociados son conjuntos de Julia conexos
mientras que por fuera del mismos son disconexos. Finalmente se refuerza que el l´ımite en la
frontera de Mandelbrot no se puede definir con exactitud el comportamiento de los mismos.
Se evidencian tres gu´ıas educativas que con base a los fractales sirvan de introduccio´n para
los conceptos de l´ımite e infinito matema´tico. Estas gu´ıas hechas desde la metodolog´ıa del
constructivismo, esto para que los estudiantes desarrollen por s´ı mismo el conocimiento,
confrontando con lo que han aprendido y van aprendiendo y construyan as´ı los conceptos
que servira´n de base para otros. Adema´s de buscar despertar el intere´s de los estudiantes, con
las llamativas formas fractales.
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SUGERENCIAS
El uso de ordenador beneficia cuando se trata de fractales, ya que aprender a hacer estas figuras
es enriquecedor. Por ello es recomendado una extensio´n a las gu´ıas donde se use software y
su uso paso a paso para la realizacio´n de fractales. Entre los softwares recomendados esta´n:
Xaos y Geogebra, que son programas de uso libre y software pago tal como Matlab y Ultra
Fractal.
La frontera del conjunto de Mandelbrot au´n se puede estudiar ma´s, fuera del a´mbito educativo
se recomiendan estudios que permitan aclarar acerca de lo que ocurre en la misma y como
esto se puede relacionar con los conjuntos de Julia.
El infinito es un concepto importante para las matema´ticas, diferentes a´reas de la misma lo
tratan con alguna cualidad,esto se puede hacer a trave´s de los fractales y otras a´reas presentar
al infinito y co´mo se comporta en el a´rea espec´ıfica, ya que en el presente documento se trato´
al mismo como una base desde la cual partir para las dema´s a´reas.
Respecto a el l´ımite matema´tico se pueden expandir a la relacio´n con los fractales, si se trata
con funciones y sucesiones, estas u´ltimas ma´s cercanas a los fractales, se pueden encontrar
ma´s maneras de relacionar los mismo y llevarlos a los salones de clases para encontrar ma´s
oportunidades para mejoras los procesos educativos.
Se puede aportar mejoras al proceso presentando al llevar el acercamientos de los conceptos
a trave´s de los fractales tanto de parte de los estudiantes como los propios docentes. Se ha de
tener en cuenta a que´ institucio´n y poblacio´n se ha de llevar, ya que hay que tener en cuenta
acceso a computadores, conocimientos previos y disponibilidad de tiempo y recursos.
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ANEXO 1
GUIA 1
GUIA 1
Objetivos
Detectar una figura fractal y describir su definicio´n ba´sica.
Definir las diferencias entre las figuras fractales y las de geometr´ıa comu´n.
Nota docente:En la siguiente actividad, el estudiante debera´ reconocer las figuras geome´tricas
ba´sicas que se encuentran en objetos de uso comu´n, de manera ideal el docente puede llevar
objetos que puedan manipular y que estos identifiquen las formas origen o ba´sicas de los
mismos.
En las siguientes figuras identifiquemos a que´ figura geome´trica se parece:
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¿ Como fueron creados estos objetos? Podr´ıas darles otra forma a estos objetos sin perder su
utilidad .
En las figuras encontramos objetos geome´tricos a los que ya estamos acostumbrados, tales
como c´ırculos, cilindros, cuadrados, recta´ngulos entre otros. Son figuras que vemos en
diferentes puntos todos los d´ıas. Ahora miremos las siguientes ima´genes y hagamos una
actividad similar con las siguientes figuras:
Nota docente:En este primer acercamiento a los fractales los estudiantes pueden no
comprender su objetivo, se ha de guiar a los mismos a que lleguen a conclusiones de los
mismo tales como: que no tienen un figura clara, que siguen patrones, o conclusiones que
cada estudiante puede dar para llegar al concepto de fractal.
Podemos ver que el segundo conjunto de ima´genes son parte de la naturaleza y no es fa´cil
identificar una forma geome´trica a la que pertenezcan y de la que estemos familiarizados.
Estas figuras que podemos ver en la naturaleza se conocen como fractales.
Las figuras fractales son un objeto relativamente nuevo de estudio, su nombre fue dado por
Benoit Mandelbrot un matema´tico que, al encontrar este tipo de figuras en su trabajo, se
fascino´ por los mismos y decidio´ dedicar su vida al estudio de los mismos.
¿Trabajo para pensar, podemos encontrar figuras claras en los patrones de la naturaleza?
(Pelaje animal, plumas, mariposas a´rboles?) o tiene ma´s formas o ninguna?
Nota docente:Se puede ampliar el concepto dando un breve vistazo histo´rico de los fractales,
co´mo surge su nombre y los aportes de Benoit B. Mandelbrot.
Construccio´n de fractales
Aunque los fractales parecen tener formas que no podemos hacer, en realidad si podemos
realizar figuras que tengan caracter´ısticas de los mismo, miremos al tria´ngulo de Sierpensky
Nota docente:el siguiente fractal puede ser realizado con otros materiales de acuerdo a la
disposicio´n del docente, se puede realizar moldes de tria´ngulos para que los estudiantes corten
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en cartulina, o llevar los diferentes tria´ngulos previamente cortados y que el estudiante arme
el tria´ngulo como si fuera un rompecabezas.
Tiene su nombre por el matema´tico Waclaw Sierpinsky, se construye a partir de un
triangulo equila´tero. Identifiquemos caracter´ısticas del mismo para poder construir otras
figuras similares.
Vamos a realizar paso a paso esta figura y luego identificaremos cual es el patro´n que sigue
para la construccio´n del mismo:
Materiales: La´piz y papel
Empezamos con un tria´ngulo equila´tero:
¿Recuerdas que´ es un tria´ngulo equila´tero que´ caracter´ısticas tiene? ¿Hay otro tipo de
tria´ngulos?, nombra algunos.
Ahora hagamos un tria´ngulo como sigue:
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Ahora sigamos haciendo tria´ngulos como sigue:
Vas encontrado algu´n patro´n, ¿Cual es?
Si seguimos haciendo tria´ngulos terminaremos con una figura as´ı
¿ Logras ver el patro´n? Una pista es fijarse que´ pasa cada vez que hay un tria´ngulo equila´tero.
As´ı es, podemos realizar el tria´ngulo de Sierpinski siguiendo una norma simple, cada vez que
veamos un tria´ngulo como el del principio construiremos un tria´ngulo invertido como el del
segundo paso.
Esto nos lleva a otra pregunta: ¿el tria´ngulo de Sierpinski tiene final o tiene algu´n l´ımite?.
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Ahora que hemos visto co´mo hacer un fractal y hemos visto algunos fractales, podr´ıamos
definirlo, vamos a ver algunas caracter´ısticas de estas figuras y luego demos un concepto con
nuestras propias palabras.
No son como figuras geome´tricas que comu´nmente conocemos, pero pueden ser hechos
con estas
Son comunes en la naturaleza
Siguen un patro´n.
¿Puedes decir ma´s caracter´ısticas? Luego de que lo hagas realiza un concepto de fractal, con
tus propias palabras.
Hasta ahora es posible notar que los fractales se puede construir a partir de cualquier figura
geome´trica y as´ı es por ejemplo, en el tria´ngulo que realizamos, el patro´n se repite cada vez
que se ve´ıa un tria´ngulo como el original realizamos un tria´ngulo invertido. Siguiendo esta
idea para construir un fractal podemos repetir este proceso con otras figuras geome´tricas.
Prueba a construir fractales usando otras figuras geome´tricas adema´s del tria´ngulo
recuerda seguir un patro´n.
Nota docente:La idea es que los estudiantes construyan fractales similares al tria´ngulo de
Sierpinski, esto puede dar como resultado a figuras innovadoras o similares a otros tales como
la alfombra de Sierpinski
Nota docente:Recordar a los estudiantes que los fractales no siempre son como los
anteriores, puede realizar la actividad de construir el a´rbol pitago´rico como ejemplo de un
fractal sencillo que no es similares al trabajado.
Ahora que estamos familiarizados con algunos fractales vamos a ver como se realizan otros
fractales con ma´s detalles:
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La imagen representa uno de los fractales ma´s interesantes que se conocen, el conjunto de
Mandelbrot. Como ya hab´ıamos dicho un fractal lo podemos encontrar en la naturaleza,
pero tambie´n podemos realizarlos ya sea bien con construcciones geome´tricas o iterando una
funcio´n.
Iterar una funcio´n es dar un valor arbitrario a la variable de la funcio´n y el valor resultante
adicionarlo nuevamente a la funcio´n y repetir el proceso con un paso establecido (sumar uno
al valor dado, multiplicar por dos etc).
El conjunto de Mandelbrot es el resultado de un conjunto de nu´meros que cumplen con la
siguiente condicio´n.
La funcio´n que se va a trabajar es la siguiente:
z = z2
n
+ c,
donde c en una constante (nu´mero complejo que dejaremos fijo en cada iteracio´n), zn es el
numero resultado de la iteracio´n anterior y empezamos el proceso con z0 = 0 y con un nu´mero
complejo c cualquiera.
Nota docente:Es posible en este punto hacer un breve recordatorio acerca de las funciones y
nu´meros complejos para facilitar, la compresio´n de este parte, tambie´n es posible utilizar los
conjuntos de Julia para esta seccio´n., aunque ma´s adelante esto se usaran.
Tomemos como ejemplo c = 1 :
z0 = 0
z1 = 0 + 1 = 1
z2 = 1 + 1 = 2
z3 = 2
2 + 1 = 5
z4 = 5
2 + 1 = 26
Veamos que la sucesio´n va incrementando cada vez nu´meros grandes, no olvides esta idea.
Ahora tomemos c = −1
z0 = 0
z1 = 0 + (−1) = −1
z2 = (−1)
2 + (−1) = 0
z3 = 0
2 + (−1) = −1
z4 = (−1)
2 + (−1) = 0
Al contrario del anterior notamos que la sucesio´n no se expande hacia un nu´mero muy grande
si no parece quedar en un solo. Estos son los nu´meros que nos interesan ya que todos los que
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cumplan con esta condicio´n pertenecen al conjunto de Mandelbrot. As´ı es que toda la regio´n
en negro son nu´meros que cumplen con la condicio´n anterior.
Prueba con algunos nu´meros que se encuentren dentro de la zona para confirmar si la condicio´n
se cumple, recuerda que los nu´meros complejos tienen la forma Re+Im as´ı que dentro de del
conjunto hay muchos para escoger.
Nota docente:Hay que recordar a los estudiantes co´mo ubicarse en el plano cuando estamos
tratando con nu´meros complejos, en el caso de la gra´fica el eje x es la parte real del nu´mero
complejo, mientras que el eje y es la parte imaginaria del nu´mero.
Ya hemos visto algunos conceptos acerca de los fractales, pero ahora vamos a trabajar otros
conceptos interesantes con la ayuda de ellos, au´n hay mucho que ver de los fractales, investiga
un poco ma´s acerca de ellos y comparte con tus compan˜eros aquello que encuentres de estas
interesantes figuras.
ANEXO 2
GUIA 2
GUIA 2
Objetivos
Definir el concepto de infinito matema´tico a trave´s de la geometr´ıa fractal
Comprender la importancia del infinito y su origen
Relacio´n del infinito y los fractales, auto similitud
Nota docente:En esta gu´ıa se trabajara´n los fractales para introducir y dar a conocer el
concepto de infinito matema´tico, al ser una idea abstracta es importante reconocer que varios
estudiantes podra´n dar diferentes conceptos del mismo, a la idea del infinito como una cantidad
cuyo taman˜o no puede ser especificado con un valor concreto. De la misma manera que el
estudiante logre encontrar la importancia del infinito en la matema´ticas y como ese concepto
ha ayudado en el progreso de la misma.
Antes de seguir jugando con fractales, conozcamos algunas ideas de George Cantor, un
matema´tico que, a pesar de nunca haber conocido a los fractales con tal nombre, dio aportes
que nos permitio´ entenderlos mejor y desarrollar muchos temas con ellos. Cantor que a sus
27 an˜os era catedra´tico de la universidad de Haile, se intereso´ en los conjuntos, creando as´ı la
teor´ıa de conjuntos, que nos permitio´ descubrir como saber si un conjunto de numero pod´ıa
ser contando y planteo´ una interesante figura que veremos a continuacio´n.
Se empieza con una l´ınea cualquiera:
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La cual vamos a dividir en dos partes, as´ı:
Luego para cada trozo que queda, hacemos lo mismo dando como resultado:
¿Ya identificaste el patro´n?
¿Segu´n lo que vimos acerca de los fractales, esta figura es un fractal? Justifica tus respuestas
A pesar de ser una figura simple dio las bases para una idea, que muchos matema´ticos temı´an
pensar por aquel entonces y quiza´s ya hayas visto lo que impresiono´ a Cantor.
Juguemos con esta idea de las l´ıneas construye otro patro´n a partir de la l´ınea, construyamos
fractales usando patrones similares.
Nota docente:Recuerde a los estudiantes co´mo construir un fractal partiendo de la forma
inicial y luego el patro´n o generador que se repite en la construccio´n de la misma. Identifique
las ideas de los estudiantes y de presentarse algu´n error en la creacio´n del fractal, muestre el
error o apo´yese en otros estudiantes que hayan captada la idea.
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Analicemos la figura un momento y encontremos caracter´ısticas de las mismas:
Empieza con una l´ınea sencilla a la cual la dividimos en dos partes, y para estas partes
hacemos lo mismo unas cuantas veces.
La longitud entre los puntos final e inicial nunca es mayor que la inicial
La l´ınea cada vez haciendo ma´s pequen˜a.
Aqu´ı analicemos los siguiente, ¿podemos seguir dividiendo la l´ınea?¿Que´ razones habr´ıa para
indicar que no es posible?. Cua´l es tu opinio´n acerca de esto, que´ ideas se te ocurren para
demostrar que no se puede seguir dividiendo o por el contrario para demostrar que s´ı se puede
seguir continuando la figura.
Ahora que has analizado la figura vamos a ponerle nombres a la misma y analizar lo que se
nos presenta:
Le agregamos nombres a cada divisio´n y color y ahora observa lo siguiente:
Ahora respondamos la pregunta ¿podemos seguir dividiendo la l´ınea? La respuesta, con el
zoom a la imagen podemos seguir el proceso otra vez, pero lo ma´s importante es identificar
una propiedad importante de los fractales, la auto similitud.
La auto similitud es la propiedad de los fractales en que todas las partes de una figura, son
la misma que cualquier otra parte de la figura. Mandelbrot lo define as´ı:
“En general, F es una estructura auto semejante si puede ser construida como una reunio´n
de estructuras, cada uno de las cuales es una copia de F a taman˜o reducido (una imagen de
F mediante una semejanza contractiva)”[9]
Ahora volvamos al ya conocido tria´ngulo de Sierpinski y realicemos un tratamiento similar al
anterior. :
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Hemos cambiado el color y podemos notar que las zonas grises son iguales al triangulo inicial,
esto nos dice entonces que ah´ı podemos repetir el patro´n la veces que queramos, pero hacer esto
a mano puede resultar agotador, por eso la ventaja de tener computadores que nos permite
hacer zoom las veces que queramos.
¿Que´ idea genera la auto similitud de los fractales?¿Con lo fractales que hiciste en la sesio´n
anterior puedes hacer los que hicimos con el tria´ngulo de Sierpinski y el conjunto de cantor?.
¿ Hay algu´n final para un fractal, cua´l ser´ıa el l´ımite o el final de una figura fractal?
Aqu´ı nos enfrentamos con algunas de a las preguntas que se hizo Cantor, el no las vio en los
fractales sino en los conjuntos nume´ricos, mira´remos el siguiente conjunto:
N ∈ [1, 4],
que son todos los nu´meros naturales entre el 1 y el 4. Los cuales son 1, 2, 3, 4.
¿Recuerdas cua´les son los nu´meros naturales?.
Miremos ahora con el conjunto de los nu´meros enteros:
Z ∈ [−2, 2],
o´sea los nu´meros enteros entre el -2 y 2. ¿Cua´les ser´ıan estos?.
Hasta ahora no hay nada raro y podemos seguir haciendo ejemplos de estos nu´meros, pero
hay algo mucho ma´s interesante con otros conjuntos de nu´meros, pero esta vez vea´moslo en
la recta con el siguiente conjunto:
Si miramos desde los nu´meros naturales ¿Cua´les nu´meros representa la gra´fica segu´n este
conjunto?¿Que´ hay de los nu´meros enteros?¿Y que´ pasa con los nu´meros racionales? Miremos
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estos nu´meros en la recta:
(i)
(ii)
Entonces de igual manera que con los fractales, la lista de los nu´meros aumenta si tenemos en
cuenta ma´s nu´meros racionales, que nos lleva a que entre una cantidad limitada puede haber
cantidades sin fin.
Para definir y tratar situaciones como las que hemos trabajado, fue necesario la aceptacio´n
de esta idea y este fue el paso ma´s dif´ıcil en la historia, la aceptacio´n de una idea de algo muy
grande o muy pequen˜o, o algo que esta´ encerrado en algo que se cre´ıa que ten´ıa un l´ımite, as´ı
se acepto´ la idea del infinito.
El infinito representa la idea que tratamos antes, una cantidad que no podemos expresar con
un valor especifico, con esta idea podemos decir que son infinitos los nu´meros racionales entre
0 y 1, ya que no existe una cantidad que exprese tal cantidad de nu´meros, podr´ıamos pasa
toda la vida escribiendo nu´meros entre aquellos dos y aun si no terminaremos. Y esta´ es una
caracter´ıstica de los fractales, son infinitos podemos seguir haciendo una figura fractal.
¿Puedes definir el infinito con tus propias palabras?
¿Reconoces algo infinito en tu vida o algo que se acerque a la idea?
¿Hay algo que pueda ser finito y a la misma vez infinito?
La idea del infinito puede llegar a ser abrumadora, a lo largo de la historia esto hizo que el
infinito fuese rechazado o ignorado de manera similar a la historia del cero.
Nota docente:Es posible ahondar ma´s en la historia del infinito, se puede incluir la paradoja
de Aquiles y la tortuga[10], y otras referencias acerca del infinito en la historia, de igual manera
mostrar el s´ımil de la historia del cero
Ahora miremos el infinito en un fractal ma´s complejo, el conjunto de Mandelbrot, recuerdas
que el conjunto representa los nu´meros que cumpl´ıan ciertas condiciones para pertenecer al
conjunto, en este punto vamos a mirar el conjunto desde ma´s cerca.
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Es un especta´culo que sigue hasta donde los computadores puedan procesar, en las ima´genes
anteriores solo se hizo un poco de ampliacio´n, recuerdas que el conjunto de Mandelbrot esta
atrapado entre en -2 y 2, esto quiere decir que hay algo infinito en algo que no es infinito, por
ello cua´l es tu opinio´n de la siguiente pregunta:
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¿El infinito es un numero?
Como dijimos antes el infinito representa la idea de un valor que no podemos definir, ya sea
porque es muy grande o tan pequen˜o que no hay manera de darle un valor exacto, por tanto,
ma´s que un nu´mero es una idea, para representar las situaciones que hemos visto hasta el
momento:
El infinito es una idea para representar una cantidad que no puede ser expresada con un
valor exacto, un valor que no tiene termino o fin
Nota docente:Hay que tener en cuenta que el tratamiento del infinito en otras ramas de la
matema´tica varia, ma´s su significado en si es el mismo, lo presente es una base para tratar la
idea del infinito de manera ma´s sencilla, y que genere menos resistencia en los estudiantes.
Ahora que sabemos del infinito y los fractales es correcto afirmar que son infinitos, da tu
opinio´n y discu´tela con tus compan˜eros.
ANEXO 3
GUIA 3
GUIA 3
Objetivos
Explorar fractales para encontrar ma´s cualidades de los mismos
Encontrar que´ es el l´ımite en matema´ticas y su importancia
El infinito es una idea que puede ser abrumadora, pero tambie´n fascinante, pero los fractales
tienen otras cosas por mostrarnos ¿Hasta este momento que´ es lo que te ha llamado ma´s la
atencio´n?, sobre los fractales y el infinito? ¿Ha cambiado tu definicio´n de los mismos? ¿Has
descubierto algo que no hemos tratado hasta ahora?, compa´rtelo con tus compan˜eros.
Vamos a analizar la curva de Koch:
Al igual que el conjunto de Cantor empieza con un segmento, pero esta vez propondremos
que tenga una longitud de 1 unidad y que realizaremos el siguiente patro´n:
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¿Cua´nto ha de medir cada l´ınea resultante?¿Cua´nto mide ahora la l´ınea, ha cambiado su
longitud,que se ha modificado? ¿Cua´l es el patro´n a seguir para el fractal?.
Nota docente: Recuerde a los estudiantes el uso de fracciones, la l´ınea al medir 1, se ha
partido en tres partes iguales, por tanto cada parte mide 1/3, es importante recalcar que los
estudiantes han de tener este concepto claro, para el proceso.
Igual que en el conjunto de Cantor, el fractal es construido a partir de una l´ınea, la cual
dividimos en tres partes, pero ahora que tenemos en cuenta su longitud, ahora la longitud de
la Curva es:
1
3
+
1
3
+
1
3
+
1
3
=
4
3
Hemos seguido el patro´n en la figura siguiente:
¿Cua´l es ahora la longitud de la curva?.
Una manera de verlo es fija´ndonos en el patro´n inicial de la figura fractal, la l´ınea inicial fue
dividida en tres partes iguales, por tanto, cada parte ahora es dividida como sigue:
1
3
÷ 3 =
1
9
,
tenemos otro dato el patro´n da como resultado 4 partes por l´ınea, por tanto:
16×
1
9
=
16
9
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¿Has visto algo similar aqu´ı?, miremos otra iteracio´n y miremos que´ ocurre:
Sigamos el proceso anterior:
1
9
÷ 3 =
1
27
64×
1
27
=
64
27
Podemos seguir haciendo esto muchas veces, pero si queremos saber que´ pasa cuando el
proceso este en la iteracio´n 77 o en la 12, o incluso en la 120. Puedes hacerlo una a una, pero
recuerdas que pasa, cada vez los trozos son ma´s pequen˜os y necesitaremos un ordenador, pero
no es necesario, has visto que en las operaciones ocurre algo muy similar al patro´n de los
fractales.
Primera Iteracio´n 41 = 4
Segunda Iteracio´n 42 = 16
Tercera Iteracio´n 43 = 64
Ahora ¿Podemos hacerlo au´n ma´s general?¿Que´ hace falta?
Nota docente:Antes de continuar con la siguiente seccio´n permita a los estudiantes deducir,
la parte faltante del patro´n, analice que conclusiones toman cada uno y que tan coherentes
son estas.
Analicemos que ocurre con la longitud de cada parte, primero dividimos en tres partes iguales,
1
3
en la siguiente iteracio´n
1
9
por tanto:
Primera Iteracio´n
1
3
de segmento
Segunda Iteracio´n
1
3
÷ 3 de segmento
Tercera Iteracio´n
1
9
÷ 3 de segmento
Sin embargo, podemos resumir en lo siguiente:
1
3n
Que nos permite encontrar cuando sera´ la longitud de cada segmento y por tanto para la
curva en total:
4 ∗
1
3n
=
(
4
3
)
n
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Donde n es la iteracio´n donde nos encontremos, as´ı podemos saber la longitud de la Curva de
Koch sin tener que hacerla.
¿Pero de que nos servira´ esto? Ves alguna utilidad tener esta informacio´n
Conocer el patro´n de algo nos permite saber co´mo se va a comportar, podemos saber co´mo va
a ser en cualquier momento, as´ı no tenemos que depender exclusivamente de computadores o
podemos saber sin tener que realizar la imagen a mano. Incluso podr´ıamos analizar que pasa
en el infinito:
(
4
3
)
∞
Llegamos antes a la conclusio´n de que el infinito es una idea pero que muchas veces es tratado
como un nu´mero, ¿co´mo crees que se puede solucionar esta situacio´n?
Hay un modo de describir que pasara en esta situacio´n, como vimos cada iteracio´n al aumentar
su longitud se hace cada vez ma´s grande, as´ı que si vamos a la iteracio´n ma´s grande de todas:
(
4
3
)∞ =∞
Deducimos que la longitud sera´ infinita ¿Puedes imaginarlo?
Pero hay un nombre en matema´ticas para esto, para saber que ocurre con curvas en
determinados puntos, esto aplicado a funciones y sucesiones permite aproximarnos a un punto
y ver que´ valor toma o que´ valor podr´ıa tomar.
Siguiendo nuestro ejemplo anterior el limite se representa as´ı:
l´ım
n→∞
(
4
3
)
n
=∞
Resolvamos los siguientes l´ımites, para descubrir que longitud tendra´ la curva:
l´ım
n→4
(
4
3
n
)
l´ım
n→77
(
4
3
n
)
l´ım
n→120
(
4
3
n
)
Nota docente:Recuerde a los estudiantes que los limites es ma´s que solo reemplazar un valor,
que su significado es el comportamiento o el valor que toma una funcio´n cuando se aproxima
a un punto determinado.
Ahora miremos un conjunto que ya hemos tratado y conocido:
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¿Recuerdas co´mo era el comportamiento de todos los nu´meros dentro del conjunto?
Toma´bamos una funcio´n a la cual iteramos con ciertos nu´meros, si estos cumpl´ıan con la
condicio´n de no ir hasta el infinito. Pero que´ pasa en la frontera, donde los puntos dejan de
pertenecer al conjunto. Son puntos que au´n no esta´n del todo claro, ya que son puntos que
esta´n y que no esta´n dentro del conjunto, puede sonar un poco extran˜o, pero es algo que au´n
se investiga, quiza´s tu´ puedas aportar algo para aclarar al fascinante conjunto de Mandelbrot.
Como ya hemos venido hablando, los l´ımites nos permiten saber que´ pasa con cierto valor
en una funcio´n y co´mo podemos usar esta informacio´n, sin embargo, cuando tratamos con
iteraciones de funciones, tomar el l´ımite en un punto, no es de mucha utilidad. Pero podemos
saber el comportamiento de estas funciones de acuerdo a unas caracter´ısticas que enunciamos,
en la primera gu´ıa:
La iteracio´n debe quedar atrapada en un nu´mero menor que dos.
La iteracio´n no debe ir hasta el infinito.
As´ı cuando hablamos de l´ımite en una funcio´n que se itera, hablamos del punto o puntos
hacia el valor donde la funcio´n al iterarse tiende, pero ahora vamos a usar esta idea con otro
conjunto similar al de Mandelbrot:
Los conjunto de Julia se construyen a partir de la siguiente funcion iterada:
zn+1 = (zn)
2 + c,
donde c es una constante y zn es la o´rbita, o valor que va tomando cada vez que es iterado.
De mismo modo si un numero de la iteracio´n incrementa hasta el infinito, no pertenece al
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conjunto, mientras que si queda atrapado pertenece al conjunto. Estos conjuntos que tomaron
el nombre, por Gaston Julia que estudio´ las propiedades de las funciones iteradas, y a pesar de
no tener acceso a computadores en su e´poca, pudo demostrar que con solo estudiar la o´rbita
del cero se pod´ıa saber como ser´ıa el conjunto resultante disconexo o conexo.
Mostro´ que si la iteracion escapa al inifinito es disconexo o del contrario conexo. ¿ Recuerdas
co´mo se comporta el conjunto de Mandelbrot?
Miremos un conjunto de Julia con uno de los valores del conjunto de Mandelbrot:
Miremos el conjunto de Julia propiamente:
As´ı todo punto en el conjunto de Mandelbrot tiene un conjunto de Julia asociado ,¿Segu´n
esto cua´ntos conjuntos de Julia asociados existen al conjunto de Mandelbrot?
Recordando las condiciones del conjunto de Mandelbrot, todos los que pertenezcan a este
conjunto, son conjuntos de Julia conexos, es decir su figura fractal es solo una, miremos ahora
puntos por fuera del conjunto.
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Y aqu´ı la imagen ampliada:
Aqu´ı vemos como la imagen fractal, esta´ en trozos separados, as´ı son todos los nu´meros por
fuera del conjunto de Mandelbrot
Nota docente:Aqu´ı para una mayor compresio´n del tema se debe usar software para explorar
lo que pasa cuando se acerca a la frontera del conjunto, donde no se distingue claramente si
la imagen es conexa o disconexa
Finalmente veamos que´ pasa en la frontera donde el conjunto de Julia aosciado empieza a no
ser posible de dsistinguir claramente si es conexo o disconexo
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